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Аннотация
В статье выводятся и проверяются дифференциальные уравнения,
решающие задачу восстановления параметров движения жёсткой систе-
мы отсчёта по известным собственному ускорению и угловой скорости её
начала как функциям собственного времени. Данные уравнения основы-
ваются на известном преобразовании в произвольную жёсткую неинер-
циальную систему отсчёта, которое обобщает преобразование Лоренца,
учитывает факт наличия собственной прецессии Томаса и фиксирован-
ность вида метрики жёсткой системы отсчёта. Роль данной задачи в
физике заключается в том, что все такие найденные системы отсчёта с
одинаковыми характеристиками будут обладать одинаковыми свойства-
ми.
Ключевые слова: преобразование Лоренца – Мёллера - Нэлсона, прецессия То-
маса, задачи кинематики, собственное ускорение, собственная угловая ско-
рость, векторное уравнение Риккати.
Введение
Кроме изучения составных движений (т. е. движений в двух взаимно пере-
мещающихся системах отсчёта) у кинематики как науки имеются 2 основные
задачи. Если известны функция скорости v(t) определяющая поступатель-
ное движение начала отсчёта жёсткой неинерциальной системы s′ и матрица
собственного вращения aαβ(t) как функции собственного времени t , то тем
самым известны и её собственные характеристики, т.е. собственное ускорение
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W(t) и собственная угловая скорость Ω(t). Эту задачу определения собствен-
ных характеристик произвольной системы отсчёта по известным параметрам
движения назовём прямой задачей кинематики. Тогда обратная задача кине-
матики состоит в нахождении параметров наиболее общего преобразования
в группу всех неинерциальных систем отсчёта имеющих заданное собствен-
ное ускорение и собственную угловую скорость. Из этого определения ясна
важная роль данной задачи в физике. Все найденные таким образом жёст-
кие системы отсчёта с одинаковыми характеристиками будут обладать оди-
наковыми свойствами, т. е. для них будет выполняться обобщённый принцип
относительности А. А. Логунова [1, п. 18, с. 126].
Обычное решение обратной задачи кинематики в классической физике за-
ключается в первоначальном решении уравнения для матрицы собственного
вращения и подстановке полученного решения в уравнение определяющее соб-
ственное ускорение (см. далее, соответственно формулы (21) и (20)). В реля-
тивистском случае такой подход к обратной задаче неправилен, поскольку он
не принимает во внимание наличие собственной прецессии Томаса у неинерци-
альной системы отсчёта двигающейся поступательно. Между тем, собственной
прецессией Томаса при релятивистских скоростях пренебречь нельзя.
Предлагаемые в данной статье уравнения обратной задачи кинематики и
схема её решения основываются на замечательном преобразовании из лабора-
торной инерциальной системы отсчёта в произвольно движущуюся жёсткую
неинерциальную систему отсчёта, которое в окончательном виде предложил
Нэлсон [2, уравнения (9a) и (9b)], [3, уравнения (1),(2)]. 1 Данное голоном-
ное общее преобразование автоматически учитывает факт существования соб-
ственной прецессии Томаса и фиксированность вида метрики жёсткой систе-
мы отсчёта (например [4]).
Статья построена следующим образом. В разделе 1 показано как решается
прямая задача кинематики в релятивистском случае для произвольного жёст-
кого движения неинерциальной системы отсчёта. В п. 2 выведены уравнения
обратной задачи кинематики, а в разделе 3 предложен порядок её решения. В
п. 4 данные уравнения проверены на непротиворечивость и самосогласован-
ность на примере равномерно вращающегося жёсткого диска.
1Во избежание недоразумений следует уточнить, что автор этого преобразования в [3]
неявно считал вращение, определяемое матрицей aαβ(t) происходящим в лабораторной си-
стеме отсчёта. Здесь же считается, что aαβ(t) есть собственная матрица.
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1. Решение прямой задачи кинематики для жёсткой си-
стемы отсчёта
Согласно принципу общей форминвариантности метрика произвольной
жёсткой системы отсчёта в СТО определяется из интервала имеющего строго
определённый вид (здесь и далее c = 1 ) [2], [4]
ds2 =
[
(1 +Wr)2 − (Ω × r)2
]
dt2 − 2(Ω× r)dr dt− dr2, (1)
где t, r - соответственно физическое время в начале отсчёта и декартовы ко-
ординаты неинерциальной системы.
Переход в систему отсчёта, метрика которой имеет вид (1) происходит в
два шага. На первом этапе осуществляется переход в систему отсчёта s: за-
ключающийся в преобразовании [2]
T =
vr√
1− v2
+
∫ t
0
dt√
1− v2
, (2)
R = r+
1−
√
1− v2
v2
√
1− v2
(vr)v +
∫ t
0
vdt√
1− v2
. (3)
Такое преобразование назовём специальным преобразованием Лоренца - Мёл-
лера - Нэлсона. Параметром этого преобразования связывающего лаборатор-
ную инерциальную систему отсчёта S : (T,R) и неинерциальную систему
s : (t, r) является всего одна величина v(t), поэтому такое орбитальное дви-
жение s можно называть поступательным. Однако оказывается, что система
отсчёта s кроме собственного ускорения равного
W =
v˙√
1− v2
+
1−
√
1− v2
v2(1− v2) (v˙v)v, (4)
имеет ещё и собственное вращение с угловой скоростью
Ω = ΩT =
1−
√
1− v2
v2
√
1− v2
v× v˙ (5)
где v˙ = dv/dt . Данное вращение зависит от характера её орбитального дви-
жения и является собственной прецессией Томаса. Из (4) и (5) следует, что
ΩT =
1−
√
1− v2
v2
v ×W (6)
На втором этапе производится переход в систему отсчёта s′ вращающуюся
вокруг s согласно преобразованию [3]
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r′α = aαβrβ, (7)
При этом для матрицы поворота aαβ справедливы соотношения ортогональ-
ности
aβαaγα = aαβaαγ = δβγ (8)
и равенства «уничтожения»
eαµνaµβaνγ = eµβγaαµ, eαµνaβµaγν = eµβγaµα (9)
В справедливости равенств (9) нетрудно убедиться для конкретного представ-
ления матрицы поворота, например в углах Эйлера. Соотношение обратное (7)
есть
rα = aβαr′β, (10)
Подставляя его в (2), (3) получим, что общее преобразование в произвольную
жёсткую систему отсчёта выглядит в виде
T =
vαaβαr′β√
1− v2
+
∫ t
0
dt′√
1− v2
(11)
Rα =
{
aβαr′β +
1−
√
1− v2
v2
√
1− v2
vαvγaβγr′β
}
+
∫ t
0
vαdt′√
1− v2
(12)
Это преобразование назовём общим преобразованием Лоренца – Мёллера –
Нэлсона.
В системе s′ изменение произвольного вектора r′ связанного с системой
отсчёта s подчиняется уравнению
dr′
dt
= −ω′ × r′. (13)
Здесь ω′ есть вектор угловой скорости вращения s′ относительно системы s
выраженный в системе координат s′. Подставляя сюда r′α = aαβrβ и считая ,
что rβ = const получим, что эта матрица должна удовлетворять уравнению
daαβ
dt
= −eαµνω′µaνβ (14)
Умножив (14) на 1
2
eαλνaλβ получим
1
2
eαλνaλβ
daαβ
dt
= ω′ν (15)
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Выберем в (15) конкретное представление матрицы поворота aαβ в какой-либо
системе 3 углов ориентации. Тогда, если известен вектор ω′ как функция вре-
мени, то система 3 дифференциальных уравнений (15) фактически является
задачей восстановления углов поворота по известной угловой скорости. Как
впервые показал Дарбу [5, гл. 3, с. 130, п. 3.12] данная задача сводится к
разысканию одного частного решения уравнения типа Риккати.
Если подставить преобразование (10) в интервал (1) (где Ω = ΩT ), то
получится интервал такого же вида (1), но с новыми собственным ускорением
и новой угловой скоростью равными
W ′α = aαβW β (16)
Ω′α = aαβΩβT + ω
′α (17)
Общая угловая скорость системы отсчёта s′ складывается из собственной пре-
цессии Томаса системы s, которая сопутствует системе s′ и вращения системы
s′ относительно s. Подставляя в (16) и (17) соотношения (4) и (5) получим
окончательно характеристики системы s′
W ′
α
= aαβ
[
1√
1− v2
v˙β +
1−
√
1− v2
v2(1− v2) (vv˙)v
β
]
, (18)
Ω′
α
= aαβ
1−
√
1− v2
v2
√
1− v2
eβµνvµv˙ν + ω′
α
. (19)
В классической физике данные уравнения имеют вид
W ′α = aαβ v˙β, (20)
Ω′
α
= ω′
α
. (21)
Второе из этих уравнений с учётом (15) можно решить относительно aαβ от-
дельно от первого. Очевидно, в релятивистском случае, из-за наличия соб-
ственной прецессии Томаса формула (19) не является независимой от (18).
2. Дифференциальные уравнения для обратной задачи ре-
лятивистской кинематики
Система 3 уравнений (18) и 3 уравнений (19) относительно неизвестных 3
компонент v и 3 углов ориентации, с помощью которых задаётся aαβ является
полной и, следовательно, допускает решение. Прежде чем его искать обратим
внимание на следующее обстоятельство.
И в классическом, и в релятивистском случаях при решении задач кине-
матики имеется некоторое математическое неудобство, заключающееся в том,
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что характеристики неинерциальной системы отсчёта зависят от матрицы по-
ворота. Это обстоятельство, хотя и является естественным, несколько затруд-
няет математическую запись уравнений для собственного ускорения и угловой
скорости. Покажем, что используя некую подстановку можно добиться того,
что уравнения для обратной задачи кинематики будут записаны в удобном
векторном виде. После этого будет ясен и порядок её решения.
Введём новый вектор
v′
β
= aβαvα. (22)
Физический смысл функции v′(t) заключается в том, что эта величина означа-
ет скорость начала отсчёта системы s - v(t), выраженная в системе координат
s′. Из (22) следует, что
vα = aβαv′
β
. (23)
Отсюда вследствие ортогональности матрицы поворота
v2 = v′ 2. (24)
Дифференцируя (24) получим, что
vv˙ = v′v˙′. (25)
Подставим теперь (23), (24) сначала в (18). При этом учтём (8), а также (25).
Имеем
W ′
α
= aαβ
[
1√
1− v′2
d(aµβv′µ)
dt
+
1−
√
1− v′2
v′2(1− v′2) (v
′
v˙′) aµβv′µ
]
=
= aαβ · a
µβ v˙′µ + a˙µβv′µ√
1− v′2
+
1−
√
1− v′2
v′2(1− v′2) (v
′
v˙
′)v′α.
Затем подставим в это равенство уравнения (14). Тогда получим, что
W ′
α
=
v˙′α + eαλµω′λv′µ√
1− v′2
+
1−
√
1− v′2
v′2(1− v′2) (v
′
v˙
′)v′
α
.
В векторной форме это уравнение выглядит в виде
W
′ =
v˙
′ + ω′ × v′√
1− v′2
+
1−
√
1− v′2
v′2(1− v′2) (v
′
v˙
′)v′. (26)
Аналогично, в уравнении (19) получим в результате тех же подстановок сле-
дующую цепочку вычислений
Ω′
α
= aαβ
1−
√
1− v2
v2
√
1− v2
eβµνvµv˙ν + ω′
α
= aαβ
1−
√
1− v′2
v′2
√
1− v′2
eβµνaηµv′
η d
dt
(aλνv′
λ
)+
6
+ω′
α
= aαβ
1−
√
1− v′2
v′2
√
1− v′2
eβµνaηµv′
η
(aλν v˙′λ − eλθτω′θaτνv′λ) + ω′α =
=
1−
√
1− v′2
v′2
√
1− v′2
(eνβµaαβaηµ)v′η(aλν v˙′λ − eλθτω′θaτνv′λ) + ω′α.
В первой скобке используем равенство (9). Получим
Ω′α =
1−
√
1− v′2
v′2
√
1− v′2
eβαηaβνv′η(aλν v˙′λ − eλθτω′θaτνv′λ) + ω′α =
=
1−
√
1− v′2
v′2
√
1− v′2
[
eβαη(aβνaλν)v′ηv˙′λ − eβαηv′ηeλθτω′θ(aβνaτν)v′λ
]
+ ω′α =
=
1−
√
1− v′2
v′2
√
1− v′2
[
eβαηv′ηv˙′β − eβαηv′ηeλθβω′θv′λ
]
+ ω′α =
=
1−
√
1− v′2
v′2
√
1− v′2
eαηβv′η
(
v˙′β + eβθλω′θv′λ
)
+ ω′α
или в векторной форме
Ω
′ =
1−
√
1− v′2
v′2
√
1− v′2
v
′ × (v˙′ + ω′ × v′) + ω′. (27)
Уравнение (27) несложно решить относительно ω′. Получим
ω
′ =
√
1− v′2Ω′ + 1−
√
1− v′2
v′2
(Ω′v′)v′ − 1−
√
1− v′2
v′2
v
′ × v˙′. (28)
Подставим теперь (28) в (26). Это приводит к следующей формуле
W
′ = v˙′ +
(v′v˙′)v′
1− v′2 +Ω
′ × v′. (29)
Умножая это уравнение на v′ получим отсюда, что
v
′
v˙
′ = (1− v′2)W′v′. (30)
Произведём сейчас обратную подстановку (30) в (29). Получим в итоге простое
по виду уравнение
v˙
′ =
dv′
dt
=W′ − (W′v′)v′ −Ω′ × v′. (31)
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Данное уравнение является векторным уравнением Риккати для неизвестного
вектора v′. Подставив в (28) уравнение (31) получим второе искомое уравнение
ω
′ = Ω′ − 1−
√
1− v′2
v′2
v
′ ×W′. (32)
Фактически данное уравнение является релятивистским уточнением правой
части уравнения (15). Таким образом мы видим, что в формулах (31), (32) для
собственных характеристик неинерциальной системы отсчёта нет матрицы по-
ворота, так, что их возможно записать в векторном виде. Это значительно
упрощает формулы.
Уравнение (6) вследствие своей векторности в системе s′ имеет такую же
форму. Надо лишь над всеми величинами поставить штрихи. Поэтому, в слу-
чае, когда Ω = ΩT правая часть равенства (32) обращается в нуль и, следо-
вательно, aαβ = const. Поэтому выбирая новую систему координат можно
добиться, чтобы aαβ = δαβ . Так и должно быть, поскольку при движении
неинерциальной системы отсчёта с собственной частотой равной частоте пре-
цессии Томаса её собственные угловые координаты не изменяются.
Если в классических уравнениях (20), (21) аналогично провести подста-
новку (23), то можно получить похожие на (31) и (32) уравнения
v˙
′ =
dv′
dt
=W′ −Ω′ × v′, (33)
ω
′ = Ω′. (34)
Сравнение релятивистских уравнений (31), (32) с классическими (33), (34)
приводит к следующим очевидным заключениям. Во-первых (31), (32) отли-
чаются от (33), (34) вторыми членами в правой части. Данные члены являют-
ся релятивистскими поправками исчезающими при c→∞ . Кроме этого (33),
(34) являются независимыми друг от друга уравнениями в отличие от (31)
и (32). В релятивистском случае решение уравнения для матрицы вращения
(32) зависит от решения (31).
3. Схема решения обратной задачи кинематики
Таким образом, порядок решения обратной задачи кинематики выглядит
в следующем виде. Сначала необходимо найти решение v′(t) нелинейного век-
торного дифференциального уравнения (31) первого порядка. Подстановка
этого решения в (32) приводит это уравнение к задаче нахождения 3 углов
поворота по известной угловой скорости aαβ(t). Знание этих углов тем самым
даёт матрицу собственного вращения . Наконец подстановка уже известных
величин в (23) определяет параметр v(t) как функцию собственного времени
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и 6 постоянных, включающих в себя 3 постоянных, определяющих начальную
скорость и 3 начальных углов ориентации. С учётом трёх начальных коорди-
нат и начального момента времени общее число начальных постоянных опре-
деляющих закон движения системы отсчёта s′ с заданными характеристиками
равняется 10, как это и должно быть. Функцию скорости начала отсчёта s′
v(t) можно представить в обычном виде - через лабораторное время T , находя
из уравнения (2), где сделана подстановка r = 0 с учётом (24)
t∫
0
dt√
1− v′2(t)
= T (35)
t как функцию T и подставляя её в v′(t) и aαβ(t) .
4. Пример: равномерно вращающийся диск
Для первичной проверки вышеизложенных уравнений рассмотрим в каче-
стве примера систему отсчёта, начало которой находится на крае равномерно
вращающегося жёсткого диска, а оси связаны с материалом из которого он
изготовлен. Такая система отсчёта является ускоренной и вращающейся, при-
чём постоянная угловая скорость её вращения перпендикулярна её постоян-
ному собственному ускорениюW′Ω′ = 0. Нас будут интересовать собственные
характеристики такой системы отсчёта. Легко убедиться, что в этом случае
величина
v
′ =
W
′ ×Ω′
Ω′ 2
= const (36)
будет являться решением первого уравнения обратной задачи кинематики
(31). Отсюда
v′ 2 =
W ′ 2
Ω′ 2
. (37)
Заметим, что при подстановке (36) в v′ ×W′ значение этого выражения будет
v
′ ×W′ = W
′ 2
Ω′ 2
Ω
′ = v′ 2Ω′. (38)
Тогда подставляя (38) во второе уравнение (32) получим, что
ω
′ =
√
1− v′2 Ω′ = const. (39)
Хотя решение (36) уравнения (31) и является всего лишь частным, но оно
имеет непосредственное отношение к правильной зависимости скорости v(t)
начала отсчёта в лабораторной системе от времени в (23). Действительно, в
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этом случае матрица aβα будет зависеть от одного угла поворота ψ(t). По-
этому проекции скорости v(t) на лабораторные координатные оси лежащие
в плоскости вращения будут периодически изменяться по законам синуса и
косинуса, как это и должно быть. Угол поворота ψ(T ) вектора скорости на-
чала отсчёта v(t) находится интегрированием (39) и учётом эйнштейновского
замедления времени начала отсчёта. Получим
ψ(T ) =
∫ √
1− v′2 Ω′dt =
√
1− v′2 Ω′t + ψ0 =
=
√
1− v′2 Ω′ ·
√
1− v′2 T + ψ0 = (1− v′2) Ω′ T + ψ0. (40)
С другой стороны этот угол поворота в лабораторной системе равен
ψ(T ) = ΩT + ψ0,
где Ω есть угловая скорость вращения диска. Сравнивая это соотношение с
(40) очевидно, что
Ω′ =
Ω
1− v2 . (41)
Также используя (37) и (24) ясно, что
W ′ = vΩ′ =
vΩ
1− v2 . (42)
Соотношения (41) и (42) давно известны (например [6], [4, формулы (30),
(31)]).
Вывод
Таким образом можно констатировать, что предложенные в этой статье
уравнения обратной задачи кинематики первичную проверку на непротиво-
речивость и самосогласованность прошли успешно.
Заключение
Знание собственного ускорения и угловой скорости как функции собствен-
ного времени полностью определяет весь класс физически эквивалентных си-
стем отсчёта. В 2 разделе этой статьи были представлены и в п. 4 проверены
уравнения обратной задачи кинематики. Они представляют собой простое по
виду нелинейное векторное дифференциальное уравнение первого порядка ти-
па Риккати (31) и давно известную систему 3 уравнений первого порядка (15),
где ω′ равняется (32). Как известно [5, гл. 3, с. 130, п. 3.12], систему (15) можно
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свести к поиску одного частного решения уравнения Риккати, следовательно
возможно существует некая аналогия между пространством v′ и простран-
ством поворотов.
Уравнения (31) и (32) существенно основываются на преобразовании
Лоренца-Мёллера-Нэлсона. Это обстоятельство можно рассматривать как
недостаток. Поэтому в следующей статье будет показан другой способ вывода
этих уравнений, без необходимости ссылаться на это преобразование.
Другое направление исследований заключается в независимой последую-
щей проверке представленного способа решения обратной задачи кинематики.
Такая проверка возможна в случае, когда характеристики системы отсчёта та-
ковы, что данные уравнения решаются. Наиболее простым и интересным яв-
ляется случай постоянного ускорения, который будет рассматриваться в дру-
гой статье. В общем случае, решение данных дифференциальных уравнений,
имеет сложный аналитический вид, если вообще имеется. Однако с развити-
ем компьютерных методов и технологий даже численное решение обратной
задачи кинематики несомненно представляет физический интерес.
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